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Побудовано функцію Гріна тривимірного хвильового рівняння для нескінченної прямої жорсткостінної 
труби кругового поперечного перерізу з усередненою течією. Ця функція записується у вигляді ряду по 
акустичних модах зазначеної механічної конструкції і є періодичною по азимутальній координаті та 
симетричною відносно осьового перерізу труби, в якому розташоване одиничне точкове імпульсне дже-
рело. Кожен член цього ряду являє собою суму прямої та зворотної хвиль, які поширюються на 
відповідній моді труби вниз та вгору за течією від вказаного джерела. У побудованій функції Гріна в яв-
ному вигляді відображені ефекти усередненої течії. Ці ефекти стають вагомішими зі збільшенням чис-
ла Маха течії, зумовлюючи, зокрема, появу і подальше збільшення асиметрії функції відносно поперечно-
го перерізу труби, де знаходиться джерело. І навпаки, зі зменшенням числа Маха вагомість впливу 
усередненої течії на функцію Гріна зменшується, проявляючись, окрім іншого, у зменшенні зазначеної її 
асиметрії. У випадку ж відсутності усередненої течії побудована функція Гріна є симетричною 
відносно вказаного поперечного перерізу і збігається з відповідною функцією Гріна для досліджуваної 
труби. 

Ключові слова: функція Гріна, конвективне хвильове рівняння, труба, усереднена течія. 

Green’s function of the three-dimensional wave equation for an infinite straight rigid-walled pipe of circular 
cross-section with mean flow is found. This function is written in terms of the series of the pipe acoustic modes, 
and is periodic in the azimuthal co-ordinate and symmetric about the pipe axial section of the unit point impulse 
source location. Each term of the series is a sum of the direct and reverse waves propagating in the correspond-
ing pipe mode downstream and upstream of the noted source. In the found Green’s function, the mean flow ef-
fects are reflected in the direct manner. The effects become more significant as the flow Mach number increases, 
causing, in particular, the appearance and further growth of the function asymmetry about the pipe cross-
section of the source location. And vice versa, the decrease of the Mach number results in the decrease of the ef-
fects and, in particular, the decrease of the indicated asymmetry of the function. In the case of mean flow ab-
sence the obtained Green’s function is symmetric about the indicated cross-section and coincides with the corre-
sponding Green’s function for the investigated pipe, which is available in the scientific literature. 

Keywords: Green’s function, convective wave equation, pipe, mean flow. 
 

Вступ 
Проблеми знаходження й дослідження акус-

тичних полів у трубах становлять значний інте-
рес у нафтогазовій промисловості, автомобіле- та 
літакобудуванні, архітектурі, медицині, комуна-
льному господарстві тощо [1–5]. Усі вони, неза-
лежно від типу труб й акустичних джерел у них, 
в принципі можуть бути розв’язані за допомогою 
методу функцій Гріна.  

Проте застосування цього методу є доцільним 
лише за умови існування принципової можли-
вості побудови відповідної функції Гріна. 

Ця можливість, окрім кваліфікації й мистецт-
ва дослідника, залежить від геометрії досліджу-
ваної труби та форми її поперечного перерізу, 
фізичних властивостей її стінок та умов її закріп-
лення, акустичних умов на кінцях труби та фі-
зичних властивостей зовнішнього і внутрішнього 
середовища, наявності або відсутності течії в ній 
тощо.  

Як показує аналіз наукової літератури, серед 
випадків, які визначаються різними комбінація-
ми зазначених факторів, найбільш дослідженими 
є випадки нескінченної прямої жорсткостінної 

труби прямокутного та кругового поперечного 
перерізів [1; 3; 4–10]. Для цих випадків побудо-
вано відповідні функції Гріна хвильового рів-
няння і рівняння Гельмгольца, а також, з їх до-
помогою, одержано вирази для різних характе-
ристик акустичних полів, згенерованих відповід-
ними джерелами в зазначених трубах.  

Проте всі ці результати, як правило, обмежу-
ються в разі відсутності течії в трубі.  

Якщо ж наявність течії і береться до уваги, то 
її ефекти у відповідних функціях Гріна та/або 
кінцевих результатах проявляються лише в неяв-
ному вигляді1 [1; 3; 5; 8]. 

Цей недолік частково виправляється у даній 
статті. Тут будується функція Гріна хвильового 
рівняння для нескінченної прямої жорсткостінної 
труби круглої форми поперечного перерізу з усе-
середненою течією.  

                                                 
1 У явному вигляді (тобто у вигляді явних матема-

тичних залежностей досліджуваних характеристик 
акустичних полів від параметрів течії) ці ефекти про-
являються лише у відповідних масштабних законах та 
різного роду кількісних оцінках. 
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Ця функція має явну залежність від парамет-
рів течії, а у разі її відсутності — збігається з від-
повідною функцією Гріна для зазначеної труби, 
яка наведена в працях [1; 3; 5–8; 10]. 
 

Постановка задачі 
 

Розглядається нескінченна пряма, нерухома 
жорсткостінна труба кругового поперечного пе-
рерізу радіусом a , в якій з усередненою осьовою 
швидкістю U  тече рідина1. У трубі задані як за-
вгодно розташовані акустичні джерела різної 
природи, які створюють у ній акустичне поле. Це 
поле описується специфічним типом тривимір-
ного хвильового рівняння, яке в науковій літера-
турі часто називають тривимірним конвектив-
ним хвильовим рівнянням [8, 10]: 

2
2

2 2
0

1  a
a

d p p
c dt

−∇ = γ ,                (1) 

де ap  — акустичний тиск; 0c  — швидкість зву-
ку в незбуреній рідині; t  — час, а функція γ опи-
сує сумарний розподіл зазначених джерел). Не-
обхідно побудувати функцію Гріна рівняння (1) 
для досліджуваної труби. (Наявність терміну кон-
вективне у назві цього рівняння зумовлено тим, що 
воно має повну похідну по часу / /d dt t= ∂ ∂ + ⋅∇U , 
яка містить конвективну похідну ∇⋅U  (тут U  — 
вектор швидкості усередненої течії в трубі, ∇  — опе-
ратор набла, а крапка означає скалярне множення цих 
векторів). У разі відсутності усередненої течії ( 0=U ) 
конвективна похідна в рівнянні (1) зникає, і воно 
збігається з класичним тривимірним хвильовим рів-
нянням). 
 

Функція Гріна 
 

Функція Гріна ),;,(G 00 tt rr  рівняння (1) опи-
сує акустичний тиск у точці поля r  у момент 
часу t , який генерується в трубі в момент часу 0t  
одиничним точковим імпульсним джерелом, роз-
ташованим у точці 0r . Рівняння, яке вона задо-
вольняє, одержується з виразу (1) шляхом заміни 
в останньому ap  на G  і γ  на ( ) ( )0 0t tδ − δ −r r : 

( ) ( )
2

2
0 02 2

0

1 G Gd t t
c dt

−∇ = δ − δ −r r .      (2) 

Тут 0( )δ −r r  та 0( )t tδ −  є відповідно просторо-
вою тривимірною та часовою одновимірною  

                                                 
1 Тут не вводяться в’язкість та масова густина рі-

дини, оскільки при такій постановці задачі перша ха-
рактеристика рідини взагалі не відіграє ніякої ролі (бо 
вважається, що згенерований звук поширюється в 
ідеальному стисливому середовищі [1; 3–10]), а друга 
відобразиться в кінцевому результаті лише у неявно-
му вигляді (через швидкість звуку в незбуреному се-
редовищі). 

дельта-функціями Дірака, а їхній добуток описує 
зазначене акустичне джерело. 

У циліндричній системі координат ( , , )r zϕ , 
яка вводиться для розв’язування сформульованої 
у попередньому розділі задачі, рівняння (2) має 
такий вигляд: 

2 2 2

2 2 2 2 2
0

1 G 1 G 1 G Gd r
r r rc dt r z
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ϕ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 r r z z t t
r

= δ − δ ϕ−ϕ δ − δ − ;   (3) 

00 ,r r a≤ ≤ ; 00 , 2≤ ϕ ϕ ≤ π ; ∞<z ; 

∞<0z ; ∞<t ; ∞<0t , 

де друга повна похідна по часу записується та-
ким чином: 

2 22

2
d U

t t zdt
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅∇ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U  

2

2
2

2

2

2

2
z

U
zt

U
t ∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂
∂

= .             (4) 

Вектор швидкості усередненої течії U  та 
оператор набла ∇  виглядають так: 

r r z z zU U U Uϕ ϕ= + + =U e e e e ; 

1
r zr r zϕ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ϕ ∂
e e e . 

Крапка між векторами U  та ∇  вказує на їх 
скалярне множення; re , ϕe  та ze  є ортами коор-
динатних осей r , ϕ  та z  відповідно, а початок 
системи координат вибрано на осі труби. 

Граничними умовами для функції G  є умова 
випромінювання у нескінченність та рівність ну-
леві її радіальної похідної на нерухомій жорсткій 
стінці досліджуваної труби2: 

0G
=

∂
∂

=arr
.                             (5) 

Крім цього, G  повинна бути симетричною від-
носно площини 0ϕ = ϕ  розташування вищезазна-
ченого джерела: 

0 0
G G

ϕ=ϕ +Δϕ ϕ=ϕ −Δϕ
= , 0Δϕ > ,             (6) 

періодичною по азимутальній  координаті ϕ : 

* *2G Gnϕ=ϕ + π ϕ=ϕ
= , 1, 2, ...n = ± ±          (7) 

і задовольняти умову причинності [6–10]: 

0
G 0t t< = ,                          (8) 

                                                 
2 Перша умова означає відсутність відбиття звуку 

на кінцях труби (на нескінченності), тоді як друга — 
рівність нулеві радіальної компоненти акустичної 
швидкості на її стінці. 
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яка свідчить про те, що до початку генерації зву-
ку джерелом акустичного поля в трубі не було. 

Розв’язок початково-граничної задачі (3)–(8) 
шукаємо у вигляді ряду по акустичних модах 
досліджуваної труби { }(1) (2),nm nmΨ Ψ : 

2
( ) ( )

1 0 1
G G j j

nm nm
j n m

∞ ∞

= = =
= Ψ∑ ∑ ∑ ;                 (9) 

(1) ( )cos( )nm n nmJ r nΨ = α ϕ ; 

(2) ( )sin( )nm n nmJ r nΨ = α ϕ , 

де nJ  — циліндричні функції Бесселя першого 
роду порядку n ; /nm nm aα = ζ  — радіальні  
хвильові числа; nmζ  — корені рівняння 

( ) 0n nmJ ′ ζ =  ( 1, 2, ...m = ); а (2)
0 0mΨ ≡ .  

Вибрана у такому вигляді функція G  тотожно 
задовольняє умову (5). 

У формулі (9) невідомими є коефіцієнти ( )G j
nm . 

Для їх визначення підставимо вираз (9) у розпи-
сане з урахуванням (4) рівняння (3), помножимо 
одержане при цьому спввідношення скалярно на 
функції ( )j

nmΨ  і врахуємо ортогональність останніх: 
2( )2

( ) ( )

0 0

, ( , , ) ( , , ),d d
0,( , , ) ( , , );

ja
j l nm

nm sq
s q l n m jr r

s q l n m j

π ⎧ Ψ =⎪Ψ Ψ ϕ =⎨
⎪ ≠⎩

∫ ∫  

2( ) 2 2
0 0

2 2
2

2 2

0, 2, 0,

π ( ), 1, 0,

( ) 1 , 1.
2

j
nm m

n nm
nm

j n

a J a j n

a nJ a n
a

⎧
⎪ = =⎪
⎪Ψ = α = =⎨
⎪ ⎡ ⎤π⎪ α − ≥⎢ ⎥⎪ α⎣ ⎦⎩

 (10) 

У результаті одержимо неоднорідне диферен-
ціальне рівняння для ( )G j

nm : 

( )
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

2
2 2 2

00

1 2 1
j j j

nm nm nmG G GM M
c t zc t z

∂ ∂ ∂
+ − − +

∂ ∂∂ ∂
 

( ) ( ) ( )
( )

0 02 ( )
0 02( )

,j
nmj

nm nm j
nm

r
G z z t t

Ψ ϕ
+ α = δ − δ −

Ψ
,   (11) 

∞<z ,   ∞<0z ,   ∞<t ,   ∞<0t , 

в якому 0/ cUM =  є числом Маха усередненої 
течії в трубі, а квадрати норм її акустичних мод 

2( )j
nmΨ  наведено в (10). 

Аналіз рівняння (11) показує, що воно, за ви-
нятком доданків, які містять число M , збігається 
з класичним одновимірним рівнянням Кляйна–

Гордона1, розв’язок якого для нескінченної обла-
сті відомий з праць [6; 7]. Щоб позбутися цих 
доданків і перейти, таким чином, до зазначеного 
рівняння, введемо нові безрозмірні змінні: 

zZ
a
λ

= ,  0
0

zZ
a
λ

= ,  1 0c t zT M
a a

− λ
= λ + ,  

1 0 0 0
0

c t zT M
a a

− λ
= λ + , 

2

1
1 M

λ =
−

.      (12) 

У змінних (12) рівняння (11) стає зазначеним 
рівнянням Кляйна–Гордона: 

( )( )2 ( ) 2 ( )
0 02 2 ( ) 2

2 2 2( )

,G G G
jj j

nmjnm nm
nm nm j

nm

r
a a

T Z
Ψ ϕ∂ ∂

− +α = ×
∂ ∂ Ψ

 

0 0 0
0

( ) ( ( ))a aZ Z T T M Z Z
c

⎛ ⎞λ⎛ ⎞× δ − δ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (13) 

∞<Z ,   0Z < ∞ ,   ∞<T ,   0T < ∞ . 

Розв’язком рівняння (13) у вказаній області є 
суперпозиція прямої та зворотної хвиль, які по-
ширюються відповідно вправо та вліво від дже-
рела, розташованого в точці 0Z Z=  [6; 7]: 

( ) ( ) ( )
( )

0 0( ) 0
0 0 02( )

,
G H H

2

j
nmj

nm j
nm

rc Z Z T T Z Z
Ψ ϕ

⎡= − − + − +⎣
Ψ

 

( ) ( )0 0 0H H ( )Z Z T T Z Z ⎤+ − − − − ×⎦  

( )2 2
0 0 0( ) ( )nmJ a T T Z Z× α − − − .       (14) 

Тут 
0, 0

H( ) ( )
1, 0

x x
x d

x−∞

<⎧
= δ η η = ⎨ ≥⎩
∫  

функція Хевісайда, а також було взято до уваги 
умову випромінювання в нескінченність, яку має 
задовольняти функція G . 

Заміна у формулі (14) безрозмірних змінних 
{ }0 0, , ,Z Z T T  розмірними { }0 0, , ,z z t t  на основі 
співвідношень (12) дає змогу одержати остаточні 
вирази для коефіцієнтів ( )G j

nm  у виразі (9): 

( )( )
0 0( ) 0 0

0 02( )

,
G H ( ) H ( )

2

j
nmj

nm j
nm

rc cz z t t
a a

Ψ ϕ ⎡ λ ⎛⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟ ⎜⎢ λ⎝ ⎠ ⎝⎣Ψ
 

 

0 0( 1) ( ) H ( )M z z z z
a a
λ λ⎞ ⎛ ⎞+ + − + − ×⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠
 

                                                 
1Оскільки зазначені доданки з’являються в (11) 

внаслідок існування в (3) відмінної від нуля конвек-
тивної похідної zU ∂∂ / , то їх можна назвати конвек-
тивними, а саме рівняння (11) — одновимірним кон-
вективним рівнянням Кляйна–Гордона. 
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( )0
0 0 0H ( ) ( 1) ( ) nm

c t t M z z J a
a a

⎤λ⎛ ⎞× − + − − α θ⎜ ⎟⎥λ⎝ ⎠⎦
; 

( ) ( )( )
2

20 0
0 0 02 2 22c c Mt t t t z z

a a
θ = − + − − +

λ
 

( ) ( )
2

22
021M z z

a
λ

+ − − .              (15) 

Тоді підставляння величин (15) у співвідно-
шення (9) дає вираз для шуканої функції Гріна 
рівняння (1) для нескінченної прямої нерухомої 
жорсткостінної труби кругового поперечного 
перерізу з усередненою течією: 
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в якому змінна θ  береться з (15), а межі зміни 
всіх аргументів функції G  наведені в (3). 

Отже, що функція Гріна (16) записується у 
вигляді ряду по акустичних модах зазначеної 
труби ( )j

nmΨ . Кожен член цього ряду являє собою 
суму прямої та зворотної хвиль, які поширюють-
ся на відповідній моді вниз та вгору за течією від 
одиничного точкового імпульсного джерела, роз-
ташованого в поперечному перерізі труби 0zz = . 
При цьому (див. умови (6)–(8)), функція G  є си-
метричною відносно площини 0ϕ = ϕ , періодич-
ною по кутовій координаті ϕ  і задовольняє умо-
ву причинності1. 

Подальший аналіз співвідношення (16) пока-
зує, що в побудованій функції Гріна у явному 
вигляді відображені ефекти усередненої течії 
(через числа M  і ( )Mλ = λ ). Ці ефекти стають 
вагомішими зі збільшенням числа M , зумовлю-
ючи, зокрема, появу і подальше збільшення аси-
метрії функції G  відносно площини 0zz =  роз-
ташування зазначеного джерела. І навпаки, зі 
зменшенням числа Маха вагомість впливу усе-
редненої течії на функцію G  зменшується, про-
являючись, у зменшенні вказаної її асиметрії.  
У випадку ж відсутності усередненої течії 

                                                 
1 Раніше вже було показано (див. коментарі після 

формул (9) та (14)), що функція (16) задовольняє та-
кож умову (5) на стінці досліджуваної труби та умову 
випромінювання у нескінченність. 

( 0=M , 1λ = ) функція (16) стає симетричною 
відносно площини 0zz =  і збігається з функцією 
Гріна класичного тривимірного хвильового рів-
няння для досліджуваної труби, яка наведена в 
працях [6–10]: 
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Висновки 
 

1. Побудовано функцію Гріна тривимірного 
хвильового рівняння (див. формули (16)) для не-
скінченної прямої нерухомої жорсткостінної 
труби кругового поперечного перерізу з усеред-
неною течією.  

Ця функція записується у вигляді ряду по 
акустичних модах зазначеної труби, є періодич-
ною по азимутальній координаті ϕ , симетрич-
ною відносно площини 0ϕ = ϕ  розташування 
одиничного точкового імпульсного джерела і 
задовольняє умову причинності. 

2. У функції Гріна (16) кожен член ряду являє 
собою суму прямої та зворотної хвиль, які поши-
рюються на відповідній моді труби вниз та вгору 
за течією від зазначеного джерела. 

3. У побудованій функції Гріна в явному ви-
гляді відображені ефекти усередненої течії. Ці 
ефекти стають вагомішими зі збільшенням числа 
Маха течії, зумовлюючи, зокрема, появу і по-
дальше збільшення асиметрії функції відносно 
поперечного перерізу труби 0zz = , в якому роз-
міщене вищевказане джерело. І навпаки, зі змен-
шенням числа Маха вагомість впливу усередне-
ної течії на функцію Гріна (16) зменшується, про-
являючись, у зменшенні зазначеної її асиметрії. 

4. У випадку відсутності усередненої течії по-
будована функція Гріна є симетричною відносно 
перерізу 0zz =  і збігається з відповідною функ-
цією Гріна для досліджуваної труби, яка наведе-
на в науковій літературі. 

5. У процесі побудови функції Гріна запропо-
новано перетворення (12), котре дає можливість 
зводити одновимірне конвективне рівняння 
Кляйна–Гордона (11) до його класичного одно-
вимірного аналогу (13), і на основі відомого 
розв’язку останнього одержувати розв’язок пер-
шого рівняння. 
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